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第二章 完全信息静态博弈

一、博弈的标准式和纳什均衡

二、混合策略和纳什均衡的存在性

三、二人零和博弈

四、应用举例

一、博弈的标准式和纳什均衡

1、博弈的标准式表述

2、重复剔除严格劣战略

3、纳什均衡

标准式的三要素

(1) 参与人(或称为博弈方）

(2) 每个参与人可选择的战略集

(3) 收益：针对所有参与人可选择的战略组合，每一

个参与人获得的收益

1、博弈的标准式表述

举例：囚徒困境（用双变量矩阵来描述）

双变量矩阵可由任意多的行和列组成，“双变量”

指的是在两个博弈方的博弈中，每一个单元格有两

个数字，分别表示两个参与者的收益。

-5， -5 0， -8

-8， 0 -1， -1

坦 白
不坦白

坦 白

不坦白

囚徒2

囚

徒

1

1、博弈的标准式表述

横行代表囚徒1的收益，在两个数字中放在前面；

列行代表囚徒2的收益，在两个数字中放在后面。

3，-3 1，-1 1，-1 1，-1 -1,  1 1，-1
1，-1 3，-3 1，-1 1，-1 1，-1 -1,   1
1，-1 -1,   1 3，-3 1，-1 1，-1 1，-1
-1,   1 1，-1 1，-1 3，-3 1，-1 1，-1
1，-1 1，-1 1，-1 -1,   1 3，-3 1，-1
1，-1 1，-1 -1,    1 1，-1 1，-1 3，-3

一、博弈的标准式表述

举例：齐王田忌赛马

齐

王

上中下

上下中

中上下

中下上

下上中

下中上

上中下 上下中 中上下 中下上 下上中 下中上

田忌

注：

① 同时选择战略，不意味着行动必须是同时的；

②标准式不仅可用来描述静态博弈，也可以用来描述序

贯行动的动态博弈，只不过在分析问题时，扩展式博弈

更常用。
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假设一个博弈有n个博弈方，博弈方i的策略集(又称策略空间)
为S

i
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表示博弈方i的第j个策略；
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i
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博弈的数学表述

1、博弈的标准式表述



2

11:53:31 7
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策略组合s=(s
1

,s
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是策略集
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1
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上的多元函数。

定义：若一个N人博弈的策略空间为S
i

,得益函数为：

u
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一、博弈的标准式表述

(1)、占优均衡

如果一个博弈的某个策略组合中的所有策略都是

各个博弈方各自的上策，那么这个策略组合肯定

是所有博弈方都愿意选择的，必然是该博弈比较

稳定的结果。我们称这样的策略组合为该博弈的

一个“占优均衡” （Dominant-strategy 

Equilibrium）。

 占优均衡是博弈分析中最基本的均衡概念之一，

占优均衡分析是最基本的博弈分析方法。

 囚徒的困境博弈中的（坦白，坦白）实际上就是

一个占优均衡。

2、重复剔除严格劣战略

(2)、占优均衡分析的局限性

 并非每个博弈方都有这种绝对偏好的上策，而且

常常是所有博弈方都没有上策，因为博弈方的最

优策略随其他博弈方的策略而变化正是博弈问题

的根本特征，是博弈关系相互依存性的主要表现

形式。

 因此占优均衡不是普遍存在的。

 例如赛马博弈就没有占优均衡，因为各个博弈方

的任何策略都不是绝对最优的，每个博弈方都没

有绝对偏好的上策。所以，占优均衡并不能解决

所有的博弈问题，最多只是在分析少数博弈时有

效。

2、重复剔除严格劣战略

(3)、重复剔除严格劣战略

 ①、思路和原理

 反思占优均衡分析的思路，不难发现占优均衡分析

釆用的决策思路是一种选择法的思路，是在所有可

选择策略中选出最好一种。

 剔除法与选择法在思路上正好相反，它是通过对可

选策略的相互比较，把不可能采用的较差策略排除

掉，从而筛选出较好的策略，或者至少缩小候选策

略的范围。这种剔除法的思路导出了博弈分析中的

重复剔除严格劣战略法（Iterated Elimination 

of Strictly Dominated Strategies）。

2、重复剔除严格劣战略

 定义

一般地，如果在一个博弈中，不管其他博

弈方的策略如何变化，一个博弈方的某种

策略给他带来的得益，总是比另一种策略

给他带来的得益要小，那么我们称前一种

策略为相对于后一种策略的一个“严格劣

策略”。

2、重复剔除严格劣战略

 ②举例

为了说明重复剔除严格劣策略法与占优均衡

分析的区别，我们用一个例子来说明。首先

看下图中这个抽象掉现实问题内容的，两个

博弈方分别有三种和两种策略的不对称博弈

问题。

博

弈

方1

博弈方2

1,   0 1,   3 0,   1
0,   4 0,   2 2,   0

上

下

左 中 右

博

弈

方1

博弈方2

1,   0 1,   3
0,   4 0,   2

上

下

左 中

博

弈

方1

博弈方2

1,   0 1,   3上

左 中

博弈方21,   3上

中

2、重复剔除严格劣战略



3

③重复剔除严格劣策略法的缺陷

 重复剔除严格劣策略也不能解决所有博弈的分析

问题。因为在许多博弈问题中，上述相对意义上

的严格劣策略往往不存在。如猜硬币、齐威王田

忌赛马、石头，剪子，布等赌胜博弈，没有任何

博弈方的任何策略是相对其他策略的严格劣策略。

 此外，在策略数较多的博弈中，重复剔除严格劣

策略法只能消去其中的部分策略，不能消去的策

略组合并不惟一，因此仍然不能完全解决这些博

弈问题。

2、重复剔除严格劣战略

（4）、划线法

①思想

在具有策略和利益相互依存性的博弈问题中，各个

博弈方的收益既取决于自己选择的策略，还与其他

博弈方选择的策略有关，因此博弈方在决策时必须

考虑其他博弈方的存在和策略选择。

根据这种思想，科学的决策思路应该是：先找出自

己针对其他博弈方每种策略的最佳对策，即自己的

可选策略中与其他博弈方的策略配合，给自己带来

最大收益的策略（这种相对最佳对策总是存在的，

不过不一定惟一），然后在此基础上，通过对其他

博弈方策略选择的判断，包括对其他博弈方对自已

策略判断的判断等，预测博弈的可能结果和确定自

己趵最优策略。

2、重复剔除严格劣战略

②举例

博

弈

方1

博弈方2

1,   0 1,   3 0,   1

0,   4 0,   2 2,   0
上

下

左 中 右

2、重复剔除严格劣战略

例1
-5， -5 0， -8

-8， 0 -1， -1

坦 白 不坦白

坦 白

不坦白

囚徒2

囚

徒

1

划线法分析囚徒困境

2、重复剔除严格劣战略

例2

 划线法是一种非常简便的博弈分析方法，由于它

以策略之间的相对优劣关系为基础，因此在分析

用收益矩阵表示的博弈问题时具有普遍适用性。

 当然，这并不意味着每个用收益矩阵表示的博弈

都可以用划线法求出确定性的博弈结果。

 事实上，许多博弈根本不存在确定性的结果，当

然也就无法用划线法找出这种结果。我们通过一

些例子来说明。

2、重复剔除严格劣战略

-1， 1 1， -1

1， -1 -1， 1

正面 反面

正面

反面

猜硬币方

盖

硬

币

方

例3、猜硬币博弈

2、重复剔除严格劣战略
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2， 1 0，0

0， 0 1， 3

时装 足球

时装

足球

丈 夫

妻

子

划线法分析夫妻之争

2、重复剔除严格劣战略

例4、夫妻博弈

 通过划线法找出的具有稳定性的策略组合，不管是否惟

一，都有一个共同的特性，即其中每个博弈方的策略都

是针对其他博弈方策略或策略组合的最佳对策。

 在两人博弈的情况下，就是“给定你的策略,我的策略

是我最好的策略；给定我的策略，你的策略也是你最好

的策略”。事实上，具有这种性质的策略组合，正是非

合作博弈理论中最重要的一个解概念，即博弈中的“纳

什均衡”（Nash Equilibrium）。

3、纳什均衡

*
is

在博弈 中，如果由各个博弈方的各一个

策略组成的某个策略组合 中，任一博弈方i的策

略 ，都是对其余博弈方策略的组合

的最佳对策，也即

对任意 都成立，则称 为

的一个纳什均衡。
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也称之为纯策略纳什均衡（Pure-strategy Nash Equilibrium, PNE）

3、纳什均衡

①、 纳什均衡的定义
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②、纳什均衡的一致预测性

一致预测性是指这样一种性质：如果所有博弈方都预测一个

特定的博弈结果会出现，那么所有的博弈方都不会利用该预测

或者这种预测能力，选择与预测结果不一致的策略，即没有哪

个博弈方有偏离这个预测结果的愿望，因此这个预测结果最终

真会成为博弈的结果。

即：如果所有博弈方都预测一个特定的纳什均衡会出现，那么，

没有人有兴趣作不同的选择。

一致预测性是纳什均衡的本质属性。

一致预测性使纳什均衡是稳定的和自我强制的。

3、纳什均衡

③、纳什均衡与重复剔除严格劣策略

3、纳什均衡

 占优均衡和纳什均衡之间的关系是：占优均衡是

包含在纳什均衡范围之内的，占优均衡肯定是纳

什均衡，但纳什均衡不一定是占优均衡。

 划线法与纳什均衡的关系更清楚，前两者正是在

可以用得益矩阵表示的博弈中寻找纳什均衡的方

法。

 纳什均衡和重复剔除严格劣策略法之间的关系要

复杂一些，关键是这两者之间是否存在相容性，

也即重复剔除严格劣策略法是否会消去纳什均衡？

对于纳什均衡和重复剔除严格劣策略法的关系，

下面的两个定理给出了答案。 24

定理1： 在n个博弈方的博弈G={S
1

,S
2

, … ,S
n

；

u
1

,u
2

,…,u
n

} 中，如果s
*

=(s
1

*

,s
2

*

, … ,s
n

*

)是G的一个纳什

均衡，那么重复剔除严格劣策略法一定不会将它消去。

3、纳什均衡

定理2：在n 个博弈方的博弈G中，如果重复剔除

严格劣策略法排除了除s
*

=(s
1

*

,s
2

*

,…,s
n

*

)之外的所

有策略组合，那么s
*

一定是该博弈惟一的纳什均衡。
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二、混合策略和纳什均衡的存在性

 前面介绍的纳什均衡分析方法可以相当圆满地解决

许多博弈问题。但如果博弈中不存在纳什均衡或者

纳什均衡不惟一，如猜硬币、齐威王田忌赛马或夫

妻之争博弈那样、那么前述纳什均衡分析就无法对

博弈方的选择和博弈结果作明确的预测，无法给博

弈方提供明确的建议。

 因此到目前为止介绍的纳什均衡分析方法，还不能

完全满足完全信息静态博弈分析的需要。

 为此，本节将对不存在纳什均衡和存在多个纳什均

衡的博弈作一些讨论，关键是要引进在分析这两类

博弈时非常重要的“混合策略”和“混合策略纳什

均衡” （Mixsd-strategy Nash Equilibrium, 

MNE）概念。

二、混合策略和纳什均衡的存在性

1、严格竞争博弈和混合策略的引进

2、多重均衡博弈和混合策略

3、混合策略和严格下策反复消去法

4、混合策略反应函数

5、纳什均衡的存在性

6、多重纳什均衡博弈的分析
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1、 严格竞争博弈和混合策略的引进

 我们首先对各博弈方的利益和偏好始终不一致的，在

通常策略的基础上没有纳什均衡的博弈问题进行分析。

这类博弈也可以称为“严格竞争博弈"。

 前面介绍猜硬币博弈和齐威王田忌赛马博弈时曾经说过，

如果这些傅弈只进行一次，那么我们无法明确预测博弈

的结果，不管是哪个博弈方，也不管他们选择的是哪个

策略，都不能保证得到较好的结果。

 通过前面的分析我们进一步知道，之所以上述博弈没有

可预测的明确结果， 不能确定博弈方的策略，根本原因

在于这些博弈中没有纳什均衡策略组合。

 那么这是否意味着在这样的博弈中，各个博弈方选择任

何策略都是一样的，因此可以随意选择呢？

1、 严格竞争博弈和混合策略的引进

 这个问题的答案是否定的。事实上，在这些博

弈中，博弈方的选择仍然是很有讲究的，策略

选择的好坏对博弈方的利益仍然有很大的影响。

 齐威王田忌赛马博弈和猜硬币博弈时，我们已

经简单讨论过这两个博弈中各个博弈方策略选

择的基本原则。当时得出的结论是，在这两个

博弈中，各博弈方必须保证自身策略选择的随

机性，以防止其他博弈方猜到自己的策略，或

利用自己对策略选择的偏好获利。

 这里我们以猜硬帀博弈为例，进一步沿着这种

思路分析此类博弈中博弈方的策略选择和博弈

结果。

1、 严格竞争博弈和混合策略的引进

（1）猜硬币博弈
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-1， 1 1， -1
1， -1 -1， 1

正 面 反 面

猜硬币方

盖

硬

币

方

正 面

反 面

（A）不存在前面定义的纳什均衡策略组合

（B）关键是不能让对方猜到自己策略

这类博弈很多，引出混合策略纳什均衡概念

（2）混合策略、混合策略博弈和混合策略纳什均衡

混合策略：在博弈 中，博弈方i的策略

空间为 ，则博弈方i以概率分布

随机在其k个可选策略中选择的“策略”，称为一个“混合策

略”，其中 对j=1，···，k都成立，且
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),( 1 ikii ppp 

10  ijp
11  iki pp 

G },;,{ 11 nn uuSS 

iS },{ 1 iki ss 

1、 严格竞争博弈和混合策略的引进
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混合策略扩展博弈：当把博弈方在混合策略的策略

空间（概率分布空间）的选择看作一个博弈时，就是

原博弈的“混合策略扩展博弈”。

混合策略纳什均衡：包含混合策略的策略组合构成的

纳什均衡称为“混合策略纳什均衡”。

11:53:31 31

1、 严格竞争博弈和混合策略的引进

2， 3 5， 2
3， 1 1， 5

C D
A
B

博弈方2
博

弈

方

1
 该博弈无纯策略纳什均衡，可用混合策略纳什均衡分析

 首先，本博弈中两博弈方决策的第一个原则，同样也是

不能让对方猜到自己的选择，因而必须在决策时利用随

机性。

 第二个原则是他们选择每种策略的概率一定要恰好使对

方无机可乘，即让对方无法通过针对性地倾向某一策略

而在博弈中占上风。

5213  BABA pppp

1352  DCDC pppp

5213  BABA pppp

1352  DCDC pppp

1、 严格竞争博弈和混合策略的引进(3)一个例子

2， 3 5， 2
3， 1 1， 5

C D
A
B

博弈方2
博

弈

方

1

混合策略纳什均衡结果











1
1

1352
5213

DC
BA

DCDC
BABA

pp
pp

pppp
pppp










2.0
8.0
2.0
8.0

D
C
B
A

p
p
p
p







6.252.02.028.02.012.08.038.08.0
6.212.02.038.02.052.08.028.08.0

2
1
e
e

u
u
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(4)齐威王田忌赛马
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3，-3 1，-1 1，-1 1，-1 -1，1 1，-1
1，-1 3，-3 1，-1 1，-1 1，-1 -1，1
1，-1 -1，1 3，-3 1，-1 1，-1 1，-1
-1，1 1，-1 1，-1 3，-3 1，-1 1，-1
1，-1 1，-1 1，-1 -1，1 3，-3 1，-1
1，-1 1，-1 -1，1 1，-1 1，-1 3，-3

上中下

上下中

中上下

中下上

上下中

下中上

上

中

下

上

下

中

中

上

下

中

下

上

下

上

中

下

中

上

田 忌

齐

威

王

收益矩阵
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3，-3 1，-1 1，-1 1，-1 -1，1 1，-1
1，-1 3，-3 1，-1 1，-1 1，-1 -1，1
1，-1 -1，1 3，-3 1，-1 1，-1 1，-1
-1，1 1，-1 1，-1 3，-3 1，-1 1，-1
1，-1 1，-1 1，-1 -1，1 3，-3 1，-1
1，-1 1，-1 -1，1 1，-1 1，-1 3，-3

上中下a
上中下b
上中下c
上中下d
上中下e
上中下f

上

中

下g

上

中

下h

上

中

下i

上

中

下j

上

中

下k

上

中

下

l

田 忌

齐

威

王

得益矩阵

3，-3 1，-1 1，-1 1，-1 -1，1 1，-1
1，-1 3，-3 1，-1 1，-1 1，-1 -1，1
1，-1 -1，1 3，-3 1，-1 1，-1 1，-1
-1，1 1，-1 1，-1 3，-3 1，-1 1，-1
1，-1 1，-1 1，-1 -1，1 3，-3 1，-1
1，-1 1，-1 -1，1 1，-1 1，-1 3，-3

上中下a
上中下b
上中下c
上中下d
上中下e
上中下f

上

中

下g

上

中

下h

上

中

下i

上

中

下j

上

中

下k

上

中

下

l

田 忌

齐

威

王

得益矩阵

fedcba
fedcba
fedcba
fedcba
fedcba

fedcba

pppppp
pppppp
pppppp
pppppp
pppppp

pppppp

3
3

3
3

3
3







 61 fedcba pppppp
61 lkjihg pppppp








1)111113(6
1

1)111113(6
1

e

e

u
u
田忌

齐威王

该博弈中,齐威王和田忌都以1/6的相同概率随机选择

各自的六个纯策略,构成本博弈唯一的纯策略纳什均衡。

在上述混合策略下,齐威王的得益为:

1/6(3+1+1+1+1-1)=1

田忌的得益为:

1/6(1-3-1-1-1-1)=-1

即经过多次进行这样的赛马,齐威王平均每次能赢田忌

一千斤铜,这是因为齐威王三匹马的总体实力略胜田忌

的三匹马的缘故。
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 因为对博弈论的贡献而成为1994年经济学诺贝尔奖得

主之一的塞尔腾（Selten）教授，1996年3月在上海的

一次讲演中，举了一个小偷和守卫之间博弈的例子。

 一小偷欲偷窃有一守卫看守的仓库，如果小偷偷窃时

守卫在睡觉，则小偷就能得手，偷得价值为V的赃 物；

如果小偷偷窃时守卫没有睡觉，则小偷就会被抓住。

设小偷被抓住后要坐牢，负效用为-P，守卫睡觉而未

遭偷窃有S的正效用，因睡觉被窃要被解雇，其负效用

为-D。而如果小偷不偷，则他既无得也无失，守卫不

睡意味着出一份力挣一份钱，他也没有得失。

 根据上述假设，小偷在该博弈中有“偷”和“不偷”

两种可选策略，守卫有“睡”和“不睡”两种可选策

略，双方的得益矩阵如下图所示。

(5)小偷和守卫的博弈

1、 严格竞争博弈和混合策略的引进 小偷和守卫的博弈的混合策略纳什均衡

V，-D -P，0
0，S 0，0

睡 不睡

偷

不偷

守卫

小

偷

V，-D -P，0
0，S 0，0

睡 不睡

偷

不偷

守卫

小

偷

0
- D
- D’

守卫

得益(睡)
S

Pt 小偷

偷的概率10
- D
- D’

守卫

得益(睡)
S

Pt 小偷

偷的概率1
*
tP

*'
tP

0
- P

- P’

小偷

得益(偷)
V

Pg 守卫

睡的概略10
- P

- P’

小偷

得益(偷)
V

Pg 守卫

睡的概略1

*
gP

*
gP

在小偷和守卫的博弈中，小偷分别以概率Pt*和1-Pt*随机选择 “偷”与“不偷”，

守卫分别以概率Pg*和1- Pg*随机选择“睡”与“不睡”时， 双方都不能通过改变策略

或概率改善自己的期望得益，因此构成混合策略纳什均衡，这也是该博弈惟一

的纳什均衡。 (小偷偷的概率应使守卫睡与不睡的收益相同，即为0；守卫睡觉的

概率应使小偷偷与不偷的收益相同，即期望收益为0)







0)1(0)()1(
0)1(0)1()(

gggg
tttt
ppPpVp
ppSpDpV，-D -P，0

0，S 0，0

睡 不睡

偷

不偷

守卫

小

偷

V，-D -P，0
0，S 0，0

睡 不睡

偷

不偷

守卫

小

偷

tp gp

tp1

gp1








PV
Pp
DS

Sp
g

t
*

*

激励的悖论:

1.加重对守卫的处罚(D)，短期中的效果是使守卫尽职，在

长期中并不能使守卫更尽职，但会降低盗窃发生的概率；

2.加重对小偷的处罚(P)，短期内能抑制盗窃发生率，长期

并不能降低盗窃发生率，但会使得守卫更多的偷懒睡觉。

3)(0)(0)(1)(  FpCpFpCp wwww

1)(0)(0)(2)(  FpCpFpCp hhhh

妻子的混合策略

丈夫的混合策略

夫妻之争博弈的混合策略纳什均衡

策略 得益

妻子 （0.75，0.25） 0.67
丈夫 （1/3，2/3） 0.75

2， 1 0， 0
0， 0 1， 3

时 装 足 球

时装

足球

丈 夫

妻

子

夫妻之争

2， 1 0， 0
0， 0 1， 3

时 装 足 球

时装

足球

丈 夫

妻

子

夫妻之争

不难发现，这个结果明显不如夫

妻双方能交流协商时，任何一方

迁就另一方时双方的得益好，因

为那时任何一方都至少得1。这是

因为双方缺乏沟通时很可能出现

最差结果而造成的。

夫妻之争的混合策略纳什均衡

2、多重均衡博弈和混合策略

3、 混合策略和重复剔除严格劣策略法

 在包括混合策略的情况下，关于重复剔除严格劣

策略法的结论仍然是成立的。即：

 ①任何博弈方都不会采用任何严格劣策略，不管

它们是纯策略还是混合策略；

 ②重复剔除严格劣策略法不会消去任何纳什均衡，

包括纯策略纳什均衡和混合策略纳什均衡；

 ③如果经过重复剔除后留下的策略组合是惟一的，

那么一定是纳什均衡。

 因此，在考虑混合策略的情况下，我们仍然可利

用重复剔除严格劣策略法进行分析，而且实际上

引进混合策略只有使重复剔除严格劣策略法的用

处更大。

一个数值例子

 在这个博弈中，博弈方1有U、M和D三种可选策略，

博弈方2有L和R两种可选策略。

 不难发现在纯策略的意义上，该博弈中不存在任何严

格下策。因此，如果我们只考虑纯策略，那么两个博

弈方都没有任何严格下策，因而严格下策反复消去法

就无从运用。

3， 1 0， 2
0， 2 3， 3
1， 3 1， 1

L R
U
M
D

博弈方2

博

弈

方1

3， 1 0， 2
0， 2 3， 3
1， 3 1， 1

L R
U
M
D

博弈方2

博

弈

方1

3、 混合策略和重复剔除严格劣策略法
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 但是，如果我们允许博弈方1采取混合策略，

情况就会有所不同。设博弈方1采取如下的混

合策略：

 以概率分布(0.5, 0.5, 0) 随机选择U、M、D，

即各一半机会选U、M，不选D。

 那么与这个混合策略相比，D一定是博弈方1的

严格下策。Why?

 当博弈方2釆用纯策略L时，博弈方1用上述混

合策略的期望得益为：

2321211 1003 eu
 当博弈方2釆用纯策略R时，博弈方1用上述混合策略的期望得益为：

3， 1 0， 2
0， 2 3， 3
1， 3 1， 1

L R
U
M
D

博弈方2

博

弈

方1

3， 1 0， 2
0， 2 3， 3
1， 3 1， 1

L R
U
M
D

博弈方2

博

弈

方1

2321211 1030 eu
 即使博弈方2也采用混合策略(q, 1-q)，博弈方1釆用上述混合策略的

期望得益还是:

23212121211 3)1(00)1(3  qqqque

 也就是说，不管博弈方2采用哪种策略，包括所有可能的纯策略和所有混合策

略(对应q的不同值)，博弈方1采用上述混合策略的期望得益始终为3/2，都大

于采用D策略时能得到的确定性得益1。因此D策略相对于混合策略(0.5, 0.5, 

0)是严格下策。

4、 混合策略反应函数

在混合策略的范畴内,博弈方的决策内容为选择概率

分布,反应函数就是一方对另一方的概率分布的反

应,同样也是一定的概率分布。

11:53:31 44

夫妻之争博弈

11:53:31 45

2， 1
0， 0

0， 0
1， 3

时装 足球

丈夫

时装

足球

妻

子

夫妻之争

r

q

1

11/3

3/4

(r,1-r)：妻子的混合策略概率分布

(q,1-q)：丈夫的混合策略概率分布

)(2 rRq 

)(1 qRr 

4、 混合策略反应函数
5、 纳什均衡的存在性

 纳什定理

纳什在他1950年的经典论文中，首先提出了他自己称为“均

衡点”的纳什均衡概念，并且同时证明了在相当广泛的博弈

类型中，混合策略意义上的纳什均衡是普遍存在的。这个经

典成果可以表述为下述定理：

纳什定理（Nash 1950）：在一个有n个博弈方的博弈G = 
{S1，…Sn；u1，…un}中，如果n是有限的，且Si都是有限集

（对n = 1,…,n），则该博弈至少存在一个纳什均衡，但可能

包含混合策略。

用更通俗的语言，这个定理就是说“每一个有限博弈都至少

有一个混合策略纳什均衡”。

11:53:31 46

6、多重纳什均衡博弈的分析

（1）帕累托上策均衡

（2）风险上策均衡

（3）聚点均衡

（4）相关均衡

11:53:31 47

 事实上，并不是所有多重纳什均衡博弈都会导致分析的困难。

因为虽然有些博弈中存在多个纳什均衡，但很可能这些纳什

均衡有明显的优劣差异，所有博弈方都偏好其中同一个纳什

均銜。

 换句话说，可能有这些纳什均衡中的某一个，给所有博弈方

带来的利益，都大于其他所有纳什均衡会带来的利益。这时

候博弈方的选择倾向性就会是一致的，各个博弈方不仅自己

会选择该纳什均衡的策略，而且可以预料其他博弈方也会选

择该纳什均衡的策略，因此不会有选择困难。事实上，本章

前面的讨论中已经用了这样的思想。

 上述多重纳什均銜选择所依据的，实际上就是帕累托效率意

义上的优劣关系，因此用这种方法选择出来的纳什均衡，也

称为“帕累托占优均衡”。

（1）、帕累托占优均衡
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（1）帕累托占优均衡

（鹰鸽博弈）

这个博弈中有两个纯策略

纳什均衡，（战争，战争）

和（和平，和平），显然

后者帕累托优于前者，所

以，（和平，和平）是本

博弈的一个帕累托占优均衡。

-5， -5
-10， 8

8， -10
10， 10

战争 和平

国家2

战争

和平

国

家1
战争与和平

（2）、风险占优均衡(Risk-dominant 

Equilibrium)

 在存在帕累托效率意义上优劣关系的情况下，帕累托

上策均衡作为均衡选择的基本法则是容易理解的。

 不过帕累托上策均衡并不是有强制力的法则，这一点

根据上面对战争与和平博弈的讨论我们就可以感觉到。

 此外更重要的是：其他某种同样是合理的选择逻辑的

作用会超过帕累托效率的选择逻辑，因此即使是完全

理性的决策者也不一定会选帕累托上策均衡。

11:53:31 51

（2）风险占优均衡
考虑、顾及其他博弈方可能发生错误等情况时，帕累托

上策均衡并不一定是最优选择，需要考虑：风险占优均衡。

下面就是两个例子。

9， 9
8， 0

0， 8
7， 7

L R
博弈方2

U
D

博

弈

方1
风险上策均衡（D，R）

5， 5
3， 0

0， 3
3， 3

鹿 兔子

猎人2

鹿

兔子

猎

人1
猎鹿博弈

风险上策均衡（兔子，兔子）

（3）、聚点均衡

 在多重纳什均衡的博弈中，双方同时选择一个聚点构成

的纳什均衡称为“聚点均衡” (Focal Points 

Equilibrium)。

 聚点均衡首先是纳什均衡，是多重纳什均銜中比较容易

被选择的纳什均衡。

 这个点之所以成为“聚点”，是因为博弈各方的文化和

经验使他们相信这个点是大家都容易想到的、习惯选择

的点。聚点均衡利用博弈设定以外的信息和依据选择的

均衡文化、习惯或者其他各种特征都可能是聚点均衡的

依据

 城市博弈（城市分组相同）、时间博弈（报出相同的时

间）是聚点均衡的典型例子。

 聚点均衡确实反映了人们在多重纳什均衡选择中的某些

规律性，但因为它们涉及的方面众多，因此虽然对每个

具体的博弈问题可能可以找出聚点，但对一般的博弈却

很难总结普遍规律，只能具体问题具体分析。

（4）、相关均衡

 实际上，人们在现实中遇到选择困难时，特别是在长期

中反复遇到相似的选择难题时，常会通过收集更多信息，

形成特定的机制和规则，也就是某种形式的制度安排等

主动寻找出路。

 因此对于博弈中多重纳什均衡选择的难题，我们也应该

考虑博弈方主动寻求方法，设计某种形式的均衡选择机

制，以解决多重纳什均衡选择问题的可能性。

 “相关均衡”(Correlated Equilibrium) 就是这样的

一种均衡选择机制。相关均衡的基本思想可以通过下列

2×2静态博弈来说明。

 (U, L)和(D, R)是两个纯策略纳什均衡；

 一个混合策略纳什均衡[(0.5, 0.5)，(0.5, 0.5)]，

即两博弈方都以0.5的概率在自己的两个纯策略中

随机选择。

 虽然该博弈的两个纯策略纳什均衡，都能使两博弈

方得到6单位得益总和，但在这两个纳什均衡下双

方的利益相差很大，因此很难在两博弈方之间形成

自然的妥协。

 如果采用混合策略纳什均衡，因为有1/4的可能性

遇到最不理想的(U, R) ，而且双方的期望得益都

只有2.5单位，显然也不理想。

5， 1
4， 4

0， 0
1， 5

L R
博弈方2

U
D

博

弈

方1
相关均衡例子

5， 1
4， 4

0， 0
1， 5

L R
博弈方2

U
D

博

弈

方1
相关均衡例子
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 由于避免出现(U, R)结果符合双方的利益，因此双方有可能通

过协商约定采用如“拋一硬币，出现正面博弈方1釆用U，博弈

方2采用L；出现反面博弈方1采用D，博弈方2采用R”这样的选

择规则。

 按照这样的规则选择，那么两个纯策略纳什均衡(U, L)和(D, R)

各有1/2出现的可能，且可以保证排除采用混合策略可能出现的

(U, R)，双方的期望得益都是3，明显好于双方各自采用混合策

略的期望得益，也解决了双方在两个纯策略纳什均衡选择方面

的僵局。

 同样的思想用到夫妻之争博弈中就是双方可能形成这样的约定：

“如果天气好一起去看足球赛，天气不好则一起看时装表演"。

5， 1
4， 4

0， 0
1， 5

L R
博弈方2

U
D

博

弈

方1
相关均衡例子

5， 1
4， 4

0， 0
1， 5

L R
博弈方2

U
D

博

弈

方1
相关均衡例子

 这种方法的关键是发出下列“相关信号”(Correlated Signals)的“相关

装置” ：(1)该装置以相同的可能性（各1/3）发出A、B、C三种信号； (2)

博弈方1只能看到该信号是否A，博弈方2只能看到该信号是否C；(3)博弈方

1看到A采用U，否则采用D；博弈方2看到C采用R，否则采用L。

 该机制有下列性质：

 (1)保证U和R不会同时出现，即排除掉了(U, R) ；(2)保证(U, L)、 (D, L)

和(D, R)各以1/3的概率出现，从而两博弈方的期望得益达到3 +1/3；(3)

上述策略组合是一个纳什均 衡；(4)上述相关装置并不影响双方各种策略

组合下的得益，因此并不影响原来的均衡。即如果一个博弈方忽视信号，

另一个博弈方也可以忽视信号，并不影响各博弈方原来可能实现的利益。

5， 1
4， 4

0， 0
1， 5

L R
博弈方2

U
D

博

弈

方1
相关均衡例子

5， 1
4， 4

0， 0
1， 5

L R
博弈方2

U
D

博

弈

方1
相关均衡例子

 其实该博弈还可能实现更好的结果。 该博弈

有一个总得益更高的策略组合(D, L) ，由于

它不是纳什均衡，因此除了混合策略纳什均

衡中包含采用它的可能性以外，在一次性博

弈中无法实现它。

 如果我们将上述通过抛硬币排除(U, R)的方

法加以发展，就可以设计出一种能够包含进

这个策略组合，同时又能排除(U, R)的方法。

三、二人零和博弈

1、二人有限零和博弈的描述

2、纯策略意义下的解

3、混合策略意义下的解

• 零和博弈：也称“严格竞争博弈”。博弈方之

间利益始终对立

—猜硬币，田忌赛马，石头-剪刀-布

1、二人有限零和博弈的描述

• 二人有限零和博弈是指参加博弈的参与人只有两个，

每个参与人都只有有限多个策略可供选择，而且在任何

一个局势中，两个参与人的收益之和总是等于零。

设两参与人分别为甲和乙，甲有 m个纯策略 可供选择，

乙有n个纯策略 可供选择，则甲乙的策略集分别为

m ,,, 21 

n ,,, 21 

},,,{
},,,{

212
211

n
mS

S  



};,{ 21 ASSG 

当甲选定 、乙选定 后，就形成了一个策略组合（也称局

势） ，对任一局势，记甲的赢得收益为 ，则甲的赢

得收益矩阵为 相应，乙的赢得为-A

通常，将二人有限零和博弈记成 ——矩阵

对策

i j
),( ji  ija











mnm

n

aa
aa

A





1

111

1、二人有限零和博弈的描述
2、纯策略意义下的解

（1）、最小最大原理

 由冯·诺依曼提出

 基本思想：

作为局中人，对手将采取对他自己最有利的策略；

相应的，对手会选择使你获得尽可能差的支付的

策略。

由于零和博弈的特点和性质，以上思想即为：任

何使对手得到最好结果的策略，都会使你获得最

差的结果。双方都具有这样的理性！
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 假定现在给出的是行局中人的支付矩阵，站在

行局中人的角度看，他当然希望博弈的结果是支

付尽可能大的那个矩阵位置，而列局中人则希望

博弈的结果是支付尽可能小的那个位置。

 行局中人会认为，对他所能选择的每个行策略，

列局中人都将选择该行中数字最小的那一列。因

此，行局中人应该选择在列局中人所选择的这些

每行的最小的数字中最大的数字所对应的那一行。

就是选择“最小”中的“最大”。

2、纯策略意义下的解

 同样，列局中人也会认为，对于他所能选择的每一列，

行局中人都将选择该列中具有最大数字的那一列。即列局

中人会在行局中人所选择的这些每列的最大数字中选择最

小的数字所对应的那一列。即为“最大”中的“最小”。

2、纯策略意义下的解

，

 如果行局中人的“最小”中的“最大”和列局中人的

“最大”中的“最小”的值出现在支付矩阵的同一个位置，

则该结果就构成博弈的纳什均衡。

 这种在零和博弈中寻找纯策略纳什均衡的方法，称为最

大最小-最小最大法，简称最小最大法。

定义：对于矩阵对策 ，若存在局势

满足

则称局势 为矩阵对策G的解。 分别

为局中人1和2的最优策略。 为矩阵对策的值，

记作

2、纯策略意义下的解

 ASSG ,, 21
},{ ** ji  jijiij ****   njmi ,,1;,,1  

},{ ** ji  ** , ji 
** ji

** jiGv 

2、纯策略意义下的解

例1：某城市有A、B两家电视机厂，A厂设计了4种型号的电视机

A1,A2,A3,A4;B厂设计了3种型号的电视机B1,B2,B3,由于资金所

限，两厂均只能选择一种型号的电视机投产，根据权威市场研

究机构调查，该市居民将用1600万元购买本地产电视机，而对

双方不同的型号，预测A厂的销售额如表1所示（单位：万元）

B厂
B1 B2 B3

A厂
A1 380 870 240
A2 1010 940 1080
A3 1430 730 170
A4 590 730 1220

请问：A、B两厂分别会选择生产哪种型号电视机呢？

（1）构建二人零和博弈模型

减去平均收益800万元

B厂
B1 B2 B3

A
厂

A1 -420 70 -560
A2 210 140 280
A3 630 -70 -630
A4 -210 -70 420

（2）求解模型：最大最小

原则（最小最大原则），

即考虑最坏的可能性的基

础上争取最好的结果

B1 B2 B3 min
A1 -420 70 -560 -560
A2 210 140 280 140
A3 630 -70 -630 -630
A4 -210 -70 420 -210

max 630 140 420 maxmin
minmax

5，-5 3，-3 1，-1

6，-6 2，-2 1，-1

1，-1 0，0 0，0

参与人2
L                   M                   R

参与人1

U

D

M

2、纯策略意义下的解
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 最小最大方法与相对优势策略划线法一样，都是寻

找同时行动博弈的纯策略纳什均衡的一种方法。但是，

最小最大方法的适用范围窄，只适用于零和博弈。

2、纯策略意义下的解

 问题：如果一个零和博弈中不存在纯策略纳什均衡，怎

么办？

0，0 1，-1 -1，1

-1，1 0，0 1，-1

1，-1 -1，1 0，0

参与人2
石头 剪刀 布

参与人1
石

头

布

剪

刀

 最小最大方法：

适用于零和博弈的纯策略纳什均衡

 扩展的最小最大方法

（直线交叉方法）：

适用于零和博弈的混合策略纳什均衡

3、混合策略意义下的解

-11反

1-1正

反正

1
2支付

max=1             max=1

min= -1
min= -1

3、混合策略意义下的解

1的选择

-11反（1-p）
1-1正（p）

反正

1
2支付

p-混合 -p+(1-p)                 p-(1-p)

min=-1

min=-1

3、混合策略意义下的解

1的支付

1

-1

0 1/2

1

-1

1 1的p混合策略

2
正（1的期望支

付）

2
反

参与人1的p-混合策略图解

3、混合策略意义下的解

3、混合策略意义下的解

 在均衡状态下，对于每一个可能的p-混合的值，

1会预期2总是选择对2自己最有利的行动。因

此，对于任何一个具体的p值，1总是预期2会

选择与图中两条直线中处于较低位置的直线所

对应的行动。

 当1选择正面的概率小于50%时，1预期2会选择

反面；而当1选择正面的概率大于50%时，1预

期2会选择正面。如果1选择正面和反面的概率

各占50%时，则2选择正面反面所得到的支付是

相同的。
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3、混合策略意义下的解

 我们用红线表示出来，以强调在1所能选择的

每一个p-混合策略下，2能够做到的使1得到的

最低支付。这个呈倒V型的图像给出了在1所能

选择的所有混合策略与他能得到的最小支付之

间的关系。整个倒V型图像就是位于p-混合行

的最右端所应填上的最小值，它不再是一个数，

而是一个函数。

2的选择

-11反

1-1正

反

(1-q)
正

(q)1
2支付

max=1             max=1

q-混合

-q+(1-q)

q-(1-q)

3、混合策略意义下的解

2的支付

1

-1

0 1/2

1

-1

1 2的q混合策略

1
反

1
正

参与人2的q-混合策略图解

3、混合策略意义下的解

3、混合策略意义下的解

 找出1和2的最优策略选择后，把这两个策略选

择放在一起，并证明它们构成这个博弈的纳什

均衡。

 给定1选择P-混合策略，此时2无论是选择正面

还是反面，他所得到的期望支付都是0，这与

他采取q-混合策略时所得到的支付是相同的，

因此，2没有激励偏离给定的q-混合策略的选

择。事实上，这也是说q=0.5构成2的最优选择

的整个逻辑基础。

3、混合策略意义下的解

 反过来，给定2选择q-混合策略，1选择正面或

反面的纯策略，或者两者混合的策略所得到的

期望支付都是0.因此，他没有激励偏离给定的

p=0.5混合策略选择。这样，1的p=0.5就是针

对2的q=0.5最优反应。合起来，这两个混合策

略是1和2相互间的最优反应，因此构成这个博

弈的纳什均衡。

-6 -7

8
7

0 1 x

例2：求二人零和博弈的均衡值（鞍点）

  67 87A

-6 -7

8 7

0 1 y

解：设甲的混合策略为

乙的混合策略为

]1,0[,)1,(  xxx
则]1,0[,)1,(  yyy

计算得 2/1,28/13  GVx 2/1,2/1  GVy
因此，甲的混合策略为（13/28，15/28），乙的混合策略为（1/2，1/2）
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2 2
3

5

7

11

0 1

例3：求解下面零和博弈矩阵的混合策略




 257
1132A

解：设甲的混合策略为 ]1,0[,)1,(  xxx
则

X*


  

52
29

xV
xV

G
G

  11/4911/3
GV
x

根据图可分析出，乙不可能选择策略1，因此y1=0





  
132
2511/49

11311/49
32
32

yy
yy
yy


  11/2

11/9
3
2y
y

因此，该博弈中，甲的混合策略为

乙的混合策略为

)11
8,11

3(* x
)11

2,11
9,0(* y

最优期望收益为 11
49GV

练习：求解下面零和博弈矩阵的混合策略





 26

7
116
2A

解：设乙的混合策略为 ]1,0[,)1,(  yyy

2 2

66
7

11

B1 B2
]9

4,5
1[),1,(*  yyyy 其中

)0,1,0(* x
6GV

线性规划解法

求解零和博弈 ，其中};,{ 21 ASSG  },,{},,,{ 32123211   SS








 415 302 524A

解：设参与人甲的最优混合策略为 ，期望收益为 ，

则得到如下一组不等式

 321 ,, ppp v





  
vapapap
vapapap
vapapap

333232131
323222121
313212111

令 vv
pppxxxv

pxv
pxv

px 1,,, 321321332211  则

得到





   


0,0,0
1
1
1

1min

321
333232131
323222121
313212111

321

xxx
axaxax
axaxax
axaxax
xxxv

甲希望期望收益 最大化，则应将 最小化v 321
1 xxxv 

根据收益矩阵情况，所有元素可加上适当的数使得v非负，

这样，线性规划模型的变量取值即可要求全为非负，即

因此原收益矩阵加上4可变为





 039 746 960'A





   


0,0,0
179

1346
196

1min

321
21

321
32

321

xxx
xx

xxx
xx

xxxv
代入甲的线性规划模型，得到










9
21min

0542.0
0854.0
0826.0

3
2
1

v
x
x
x








244.0
384.0
372.0

3
2
1

p
p
p

同理，乙的混合策略求解的线性规划模型为





   


0,0,0
139

1746
196

1max

321
21

321
32

321

yyy
yy

yyy
yy

yyyv









9
21max

0
1667.0
0556.0

3
2
1

v
y

y
y








0
75.0
25.0

3
2
1

q
q
q
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所以，甲的最优混合策略为（0.372，0.384，0.244）
所以，乙的最优混合策略为（0.25，0.75，0）
最优期望收益为 2

142
9 v







  81012 558 3610A

练习
构建线性规划模型为





   


0,0,0
120715
12176

12022
1min

321
321

321
21

321

xxx
xxx
xxx

xx
xxxv





   


0,0,0
1202

171720
115622

1max

321
32

321
321

321

yyy
yy

yyy
yyy
yyyv

求解线性规划模型，得到甲乙两人的最优混合策略分别为





 2020 71720 15622'A

解：将原收益矩阵各元素均加上12，得到

)357.0,643.0,0(),,( 321 ppp )536.0,464.0,0(),,( 321 qqq
357.01208589.0/1* v

87

根据上一节的分析已经明白，分析完全信息静态博

弈的关键是找出其中的纳什均衡。但前面所讨论都是

可通过策略之间的两两比较进行分析的有限策略博弈

模型。 在无限策略、连续策略空间的博弈中，纳什

均衡的概念同样适用。我们通过具体模型来说明这种

博弈的纳什均衡分析方法。

四、应用举例

1、 古诺模型

2、 伯特兰德寡头模型

四、应用举例

11:53:32 89

1、古诺（Cournot）模型

古诺模型是研究寡头垄断市场的经典模型，在古诺模型中,

假设一个市场有两家生产同一种产品的厂商。如果厂商1的产

量为q
1

，厂商2的产量为q
2

，则市场总产量为Q＝q
1

十q
2

。设市

场出清价格P(即可以将产品全部卖出去的价格)是市场总产量

的函数(即逆需求函数)P=P(Q）＝a - Q。再设两厂商有相同

的单位生产成本c
1

=c
2

=c,且都没有固定成本，则该博弈中两博

弈方的收益(即两厂商各目的利润)分别为: 

11:53:32 90

和

虽然本博弈中两博弈方都有无限多种可选策略，但根

据纳什均衡的定义我们知道，纳什均衡就是具有相互是

最优对策性质的各博弈方策略组成的策略组合。

11211 )(),( cqQpqqqu 
1211 )( cqqqaq 

22212 )(),( cqQpqqqu 
2212 )( cqqqaq 

···(1)

···(2)

1、古诺（Cournot）模型
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11:53:32 91

1

2

*
1 1 2 1

*
2 1 2 2

max{ ( )
max{ ( )

q

q

q a q q cq
q a q q cq

      

因此，如果假设策略组合(q
1

*

,q
2

*

)是本博弈的纳

什均衡，则(q
1

*

,q
2

*

)必须是使得两博弈方的收益达

到最大值,即满足:

}
}

1、古诺（Cournot）模型

11:53:32 92

要求上式的最大值,只需(1)、(2)两式分别对q
1

、

q
2

求偏导并令两个偏导数都等于零,由此可得

q
1

*

,q
2

*

应满足方程组:

1 1 2
1
2 1 2
2

2 0

2 0

u a c q qq
u a c q qq

          

1、古诺（Cournot）模型

11:53:32 93

解之得该方程组唯—的一组解:

* *
1 2

1 ( )3q q a c  

两博弈方的均衡得益(利润)分别为:

均衡总产量为：

* * *
1 2

2 ( )3Q q q a c   

* * * * * * 2
1 1 2 2 1 2

1( , ) ( , ) ( )9u q q u q q a c  
具体地,若设: =8 , =2a c
则: * * * * *

1 2 1 2= =2 , =4 , = =4q q Q u u

1、古诺（Cournot）模型

11:53:32 94

如果想对上述博弈结果作效率评价，可以再从两厂

商总体利益最大化的角度作一次产量选择，根据已

知条件求实现总得益(总利润)最大的总产量 。

设总产量为Q，则总得益为U＝PQ － cQ＝Q(8－Q)－2Q

＝6Q － Q
2

。很容易求得使总得益最大的总产量Q*＝3，

最大总得益U*＝9。

1、古诺（Cournot）模型

11:53:32

95

将此结果与两厂商独立决策，追求自身而不是共同利

益最大化时的博弈结果相比，不难发现此时总产量较

小，而总利润却较高。

因此从两厂商的总体来看，根据总体利益最大化确定

产量效率更高。换句话说，如果两厂商更多考虑合作，

联合起来决定产量，先定出使总利益最大的产量后各

自生产一半(1.5 , 1.5单位)，则各自可分享到的利

益为4 .5，比只考虑自身利益的独立决策行为得到的

利益要高。

1、古诺（Cournot）模型

11:53:32 96

当然，在独立决策、缺乏协调机制的两个企业之间，

上述合作的结果并不容易实现，即使实现了也往往

是不稳定的。合作难以实现或维持的原因主要是：

各生产一半实现最大总利润产量的产量组合(1.5 , 

1.5）不是该博弈的纳什均衡策略组合。

1、古诺（Cournot）模型
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也就是说，在这个策略组合下，双力都可以通过独自改变(增

加)自己的产量而得到更高的利润，它们都有突破1.5单位产

量的冲动。在缺乏由强制作用的协议等保障手段的情况下，这

种冲动注定了维持上述较低水平的产量组合是不可能的，两厂

商早晚都会增产，只有达到纳什均衡的产量水平(2，2)时才

会稳定下来。

因为只有这时候任一厂商单独改变产量才不利于自己，这实

际上也是一种“囚徒困境”，如果将遵守限额还是突破限额

作为厂商面临的选择，则构成了得益矩阵如下图的博弈。

1、古诺（Cournot）模型

11:53:32 98

4.5 , 4.5 3.75 , 5
5 , 3.75 4 , 4

厂商2

不突破 突破

当然不难看出该博弈是一个囚徒困境博弈。

上述两寡头产量博弈只是古诺模型中比较简单的一个特例，

更一般的古诺模型是包括n 个寡头的寡占市场产量决策。但

其分析方法是一样的。

典型例子：石油输出国组织的限额和突破问题

F4

厂商1

不突破

突破

1、古诺（Cournot）模型

（2）、反应函数

古诺模型的纳什均衡也可以通过对划线法思路的推广来求，

划线法的思路是先找出每个博弈方针对其他博弈方所有策略

(或策略组合)的最佳对策，然后再找出相互构成最佳对策的

各博弈方策略组成的策略组合，也就是博弈的纳什均衡。

在无限策略的古诺博弈模型中这样的思路实际上也是可行

的，只是其他博弈方的策略现在有无限多种，因此各个博弈

方的最佳对策也有无限种，它们之间往往构成一种连续函数

关系。

1、古诺（Cournot）模型

11:53:32 100

在上面讨论的两寡头古诺模型中，对厂商2的任意产量q
2

，厂

商1的最佳对策产量q
1

，就是使己在厂商2生产产量q
2

的情况下

利润最大化的产量，即q
1

是最大化问题：

1
1 1 2 1max{ (6 ) 2 }q q q q q  

的解。上式对q
1

求导并令导数等于0：

1 1 2
1

6 2 0u q qq
    

由此得： 1 1 2 2
1( ) (6 )2q R q q  

（2）、反应函数

1、古诺（Cournot）模型

11:53:32 101

这样我们得到了对于厂商2的每—个可能的产量，厂商1的最佳

对策产量的计算公式，它是厂商2产量的一个连续函数，我们

称这个连续函数为厂商1对厂商2产量的一个“反应函数”

(Reaction Function)。同样的方法，我们可再求出厂商2对厂

商1产量q
1

的反应函数：

2 2 1 1
1( ) (6 )2q R q q  

q
26

3

63 q
1

由于这两个反应函数都是连续的

线性函数，因此可以用坐标平面

上的两条直线表示它们,如图:

2 1( )R q

1 2( )R q
(2,2)

（2）、反应函数

1、古诺（Cournot）模型

11:53:32 102

从图中可以看出，当一方的产量选择为0时，另一方的最佳反

应为3。这正是实现市场总利润最大的产量，因为这时候等于

由一个厂商垄断市场，市场总体利润就是该厂商的利益；当一

方的产量达到6时，另一方被迫选择0，因为这时后者坚持生产

已经无利可图。

在两个反应函数对应的两条直线上，只有它们的交点(2，2)代

表的产量组合，才是由相互对对方的最佳反应产量构成的。

R
1

(q
2

)上的其他所有点(q
1

,q
2

)只有q
1

是对q
2

的最佳反应，q
2

不是对q
1

的最佳反应，而R
2

(q
1

)上的点则刚好相反。

（2）、反应函数

1、古诺（Cournot）模型
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根据纳什均衡的定义，(2，2)是该古诺模型的纳什均衡，

并且因为它是惟一的一个，因此应该是该博弈的结果。

这个结论与前面直接根据纳什均衡定义得到的完全—样。

（2）、反应函数

1、古诺（Cournot）模型

11:53:32 104

现在我们把反应函数法应用到伯特兰德模型的分析。伯

持兰德1883年提出了另一种形式的寡占模型。这种模型与

选择产量的古诺模型的区别在于，伯特兰德模型中各厂商

所选择的是价格而不是产量。我们用简单的两寡头且产品

有一定差别的伯特兰德价格博弈模型进行分析。

2、伯特兰德(Bertrand)寡头模型

11:53:32 105

上述产品有一定差别是指两个厂商生产的是同类产

品，但在品牌、质量和包装等方面有所不同，因此

伯特兰德模型中厂商的产品之间有很强的替代性。

但又不是完全可替代，即价格不同时，价格较高的

不会完全销不出去。当厂商1和厂商2价格分别为P
1

和P
2

时，它们各自的需求函数为：

1 1 1 2 1 1 1 1 2( , )=q q P P a b P d P  
2 2 1 2 2 2 2 2 1( , )=  q q P P a b P d P和

2、伯特兰德(Bertrand)寡头模型

11:53:32 106

从上式可以看出产品之间是有差别的，其中d
1

，d
2

＞0即两厂

商产品的替代系数。我们也假设两厂商无固定成本，假设边际

生产成本分别为c
1

和c
2

。

两博弈方的得益函数分别为：

我们直接用反应函数法分析这个博弈。上两式分别对P
1

和

P
2

求偏导，并令偏导数为0，由此得：

))((),( 21111111111211 PdPbacPqcqPPPu 
))((),( 12222222222212 PdPbacPqcqPPPu 

2、伯特兰德(Bertrand)寡头模型
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很容易求出两厂商对对方策略(价格)的反应函数分别为

1 1 1 1 1 1 1 2
1

2 0u a b c b P d PP
     

2 2 2 2 2 2 2 1
2

2 0u a b c b P d PP
     

1 1 2 1 1 1 1 2
1

1( ) ( )2P R P a b c d Pb   
2 2 1 2 2 2 2 1

2

1( ) ( )2P R P a b c d Pb   和

2、伯特兰德(Bertrand)寡头模型

11:53:32 108

纳什均衡(P
1

*

，P
2

*

)必是两反应函数的交点，即必须满足：

* *
1 1 1 1 1 2

1
* *

2 2 2 2 2 1
2

1 ( )2
1 ( )2

P a b c d Pb
P a b c d Pb

      

求解此方程组即可得到纳什均衡(P1*
，P2*)：

1 1 1 1  ,a a b c   2 2 2 2a a b c  记：

2、伯特兰德(Bertrand)寡头模型
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具体地，如果进一步假设模型中的参数分别为：

1 2 1 2 1 2 1 228 = =1 , 0.5 = =2a a b b d d c c  ， ＝ ＝ ，

将P
1

*

，P
2

*

代入得益函数则可进一步得到两厂商的均衡得益值。

* *1 2 1 2 1 21 2
1 2 1 2 1 2 1 2

(2 ) (2 ) ,4 4
a b d a b dP Pb b d d b b d d
   

－ －

则可以得到： P
1

*

＝P
2

*

＝20， u
1

*

＝u
2

*

＝324。

2、伯特兰德(Bertrand)寡头模型
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值得一提的另外一点是，这种价格决策与古诺模型中的产量

决策一样，其纳什均衡也不如各博弈方通过协商、合作得到

的最佳结果，因此也是囚徒困境的一种。

上述模型是伯特兰德模型较简单的情况。更一般的情况是有n

个寡头的价格决策，并且产品也可以是无差别的。

2、伯特兰德(Bertrand)寡头模型


